On calculation of eigenvalues of Sturm-Liouville problem with indefinite
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èíèòíûì âåñîì, èìåþùèì ñàìîïîäîáíóþ ïåðâîîáðàçíóþ
À. À. Âëàäèìèðîâ
∗
Ìîñêîâñêèé îñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà,
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†
Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ýåêòèâíûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è
−y
′′
− λρy = 0,
y(0) = y(1) = 0,
ãäå ρ åñòü óíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà
◦
W−1
2
[0, 1], èìåþùàÿ ñàìîïîäîáíóþ îáîáù¼ííóþ
ïåðâîîáðàçíóþ P ∈ L2[0, 1].
Ââåäåíèå
1. Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçëîæåíèå ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ îöåíîê ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ãðàíè÷íîé çàäà÷è
−y′′ − λρy = 0,(0.1)
y(0) = y(1) = 0,(0.2)
ãäå âåñîâàÿ óíêöèÿ ρ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó
◦
W−12 [0, 1] è èìååò ñàìîïîäîáíóþ îáîáù¼ííóþ
ïåðâîîáðàçíóþ P ∈ L2[0, 1]. Ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîëó÷åíèè ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ,
ïðèâåä¼ííûõ â ðàáîòàõ [ÂØ1℄ è [ÂØ2℄.
 1. Ñâåäåíèå çàäà÷è ê êîíå÷íîìåðíîé
1. Êàê è â ðàáîòàõ [ÂØ1℄ è [ÂØ2℄, ïîä èíäåêñîì èíåðöèè indF ýðìèòîâà îïåðàòîðà F , äåéñòâóþùåãî
â íåêîòîðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ìû áóäåì ïîíèìàòü òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü ðàçìåðíîñòåé
êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ M ⊆ H, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(1.1) ∃ε > 0 ∀x ∈ M 〈Fx, x〉 6 −ε ‖x‖2H.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
1.1. Ïóñòü H1 è H2  äâà ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâà, à Hïðÿìàÿ ñóììà H1 ⊕H2 ïðîñòðàíñòâ H1 è
H2. Ïóñòü òàêæå F : H → H îãðàíè÷åííûé ýðìèòîâ îïåðàòîð ñ áëî÷íî-ìàòðè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì
F =
(
A B∗
B C
)
,
∗
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2â êîòîðîì îïåðàòîð C : H2 → H2 ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëåí. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(1.2) indF = ind(A−B∗C−1B).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââèäó îãðàíè÷åííîé îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà C, äëÿ îïåðàòîðà F ìîæíî
ðàññìîòðåòü àêòîðèçàöèþ ÔðîáåíèóñàØóðà F = H∗F0H , ãäå ÷åðåç H è F0 îáîçíà÷åíû îïåðàòîðû
ñ áëî÷íî-ìàòðè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè
H ⇋
(
1 0
C−1B 1
)
, F0 ⇋
(
A−B∗C−1B 0
0 C
)
.
Ïðè ýòîì îïåðàòîð H îáëàäàåò îãðàíè÷åííûì îáðàòíûì âèäà
H−1 =
(
1 0
−C−1B 1
)
,
à äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ H âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
〈Fx, x〉 = 〈H∗F0H x, x〉
= 〈F0 (Hx), (Hx)〉.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M ⊆ H, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (1.1),
ïîäïðîñòðàíñòâî M0 ⇋ HM èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
(1.3) ∃ε > 0 ∀x ∈M0 〈F0x, x〉 6 −ε ‖x‖
2
H,
à äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà M0 ⊆ H, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (1.3),
ïîäïðîñòðàíñòâî M⇋ H−1 M0 èìååò òó æå ðàçìåðíîñòü è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Òàêèì îáðàçîì,
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî indF = indF0. Ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè îïåðàòîðà C, ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
ðàâåíñòâà (1.2).
2. Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
◦
W 12[0, 1], ñíàáæ¼ííîå ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì
〈y, z〉⇋
1∫
0
y′z′ dµ,
ãäå dµ ëèíåéíàÿ ìåðà Ëåáåãà. Ïðîñòûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû [ÂØ1, Òåîðåìà 4.1℄ ÿâëÿåòñÿ òàêîé àêò:
2.1. Ïóñòü F ïó÷îê äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå H ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé
òîæäåñòâó
(1.4) ∀λ ∈ R ∀y ∈ H 〈F (λ)y, y〉 =
1∫
0
(
|y′|2 + λP · (|y|2)′
)
dµ.
Ïóñòü òàêæå {νn}
∞
n=1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (âîçìîæíî, ÷àñòè÷íàÿ) ñîñ÷èòàííûõ â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (0.1), (0.2). Òîãäà äëÿ ëþáûõ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ∈ (0, νn) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî indF (λ) < n,
à äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 1 è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà λ ∈ (νn,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
indF (λ) > n.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íûõ îöåíîê
èíäåêñîâ èíåðöèè îïåðàòîðîâ èç ïó÷êà F ìû ìîæåì âû÷èñëÿòü îöåíêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ãðàíè÷íîé
çàäà÷è (0.1), (0.2) íà îñíîâå ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà.
33. Ïóñòü òåïåðü S  íàáîð èç íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N > 1 è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ak > 0, dk è βk, ãäå
k = 1, . . . , N , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì
N∑
k=1
ak = 1, θS ⇋
√√√√ N∑
k=1
a |dk|2 < 1.
Êàê è â ðàáîòå [ÂØ1℄, ñ íàáîðîì S ìû ñâÿçûâàåì ñåìåéñòâî {Gk}
N
k=1 äåéñòâóþùèõ â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1]
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ âèäà
∀(ζ, ξ) ⊆ [0, 1] Gk χ(ζ,ξ) = χ(αk+akζ,αk+akξ),
ãäå ÷åðåç {αk}
N+1
k=1 îáîçíà÷åí íàáîð ÷èñåë âèäà α1 = 0, αk+1 = αk + ak, à ÷åðåç χI èíäèêàòîðû
ïðîìåæóòêîâ I. Ïðè ýòîì íà îñíîâå ñåìåéñòâà îïåðàòîðîâ {Gk}
N
k=1 ìû êîíñòðóèðóåì íåëèíåéíûé, âîîáùå
ãîâîðÿ, îïåðàòîð GS âèäà
(1.5) ∀f ∈ L2[0, 1] GS f ⇋
N∑
k=1
(dk ·Gkf + βk · χ(αk,αk+1)).
Ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, è ââåä¼ííàÿ ðàíåå âåëè÷èíà θS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åãî êîýèöèåíò
ñæàòèÿ (ñì. [ÂØ1, Ëåììà 3.1℄).
Ñæèìàþùèå îïåðàòîðû, äîïóñêàþùèå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (1.5), ìû íàçûâàåì îïåðàòîðàìè ïîäîáèÿ.
Ôóíêöèè f ∈ L2[0, 1], ÿâëÿþùèåñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îïåðàòîðîâ ïîäîáèÿ, ìû íàçûâàåì
ñàìîïîäîáíûìè. Íàáîð ÷èñåë S, êîòîðîìó îòâå÷àåò îïåðàòîð ïîäîáèÿ GS , îñòàâëÿþùèé íåïîäâèæíîé
íåêîòîðóþ çàðàíåå èêñèðîâàííóþ óíêöèþ f ∈ L2[0, 1], ìû íàçûâàåì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ
óíêöèè f .
4. Ñ ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííûì íàáîðîì S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P ìû â äàëüíåéøåì áóäåì
ñâÿçûâàòü êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî HS,1 ïðîñòðàíñòâà H, îáëàäàþùåå áàçèñîì {yS,k}
N−1
k=1 âèäà
yS,k(x) =


x− αk
ak
ïðè x ∈ [αk, αk+1],
αk+2 − x
ak+1
ïðè x ∈ [αk+1, αk+2],
0 èíà÷å.
Ïðè ýòîì ÷åðåç HS,2 ìû áóäåì îáîçíà÷àòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H ⊖ HS,1 ïîäïðîñòðàíñòâà HS,1.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
4.1. Ïîäïðîñòðàíñòâî HS,2 èìååò âèä HS,2 = {y ∈ H | ∀k = 2, . . . , N y(αk) = 0}.
Ââåä¼ì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå òðè ïó÷êà AS , BS è CS ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ
AS(λ) : HS,1 → HS,1, BS(λ) : HS,1 → HS,2 è CS(λ) : HS,2 → HS,2 ïðè ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîì λ ∈ R
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû áëî÷íî-ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
F (λ) =
(
AS(λ) B
∗
S(λ)
BS(λ) CS(λ)
)
îïðåäåë¼ííîãî óñëîâèåì (1.4) îïåðàòîðà F (λ). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
4.2. Ïóñòü äàíû äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà λ > 0 è ε > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì ε > 2‖BS(λ)‖
2
è ‖CS(λ) − 1‖ < 1/2. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà indAS(λ) 6 indF (λ) è indF (λ) 6 ind(AS(λ) − ε)
[1.1℄.
Óòâåðæäåíèå 4.2 ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ îöåíîê èíäåêñà èíåðöèè îïåðàòîðà F (λ)
ê äîïóñêàþùåé íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå íà ÝÂÌ çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ îöåíîê èíäåêñîâ èíåðöèè
êîíå÷íîìåðíûõ îïåðàòîðîâ AS(λ) è AS(λ)− ε. Îäíàêî ïðè ýòîì âñòà¼ò âîïðîñ îá îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè
óòâåðæäåíèÿ 4.2 è î ñòåïåíè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ íà åãî îñíîâå îöåíîê âåëè÷èíû indF (λ). Èçó÷åíèþ
ýòîãî âîïðîñà áóäåò ïîñâÿù¼í ñëåäóþùèé ïàðàãðà.
4 2. Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè êîíå÷íîìåðíûõ ïðèáëèæåíèé
1. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé àêò:
1.1. Ïóñòü äàíû íàáîð S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P è âåùåñòâåííîå ÷èñëî λ > 0. Òîãäà
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà ‖BS(λ)‖ 6 λθS ‖P‖L2[0,1] è ‖CS(λ)− 1‖ 6 λθS ‖P‖L2[0,1].
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíûå îðìû îïåðàòîðîâ BS(λ) è CS(λ) − 1
óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâàì
∀y ∈ HS,1 ∀z ∈ HS,2 〈BS(λ)y, z〉 = λ ·
1∫
0
P · (yz)′ dµ,
∀y, z ∈ HS,2 〈(CS(λ)− 1)y, z〉 = λ ·
1∫
0
P · (yz)′ dµ.
Ïðè ýòîì óíêöèÿ P â ïðàâûõ ÷àñòÿõ âûïèñàííûõ òîæäåñòâ ìîæåò áûòü çàìåíåíà óíêöèåé PˆS ∈ L2[0, 1]
âèäà PˆS ⇋
∑N
k=1 dk · GkP [ 1.4.1℄, óäîâëåòâîðÿþùåé î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó ‖PˆS‖L2[0,1] = θS ‖P‖L2[0,1].
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ óíêöèé y, z ∈ H âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
‖(yz)′‖L2[0,1] 6 ‖yz
′‖L2[0,1] + ‖y
′z‖L2[0,1]
6 ‖y‖C[0,1] · ‖z
′‖L2[0,1] + ‖z‖C[0,1] · ‖y
′‖L2[0,1]
6
‖y′‖L2[0,1]
2
· ‖z′‖L2[0,1] +
‖z′‖L2[0,1]
2
· ‖y′‖L2[0,1]
= ‖y‖H · ‖z‖H.
Ñ ó÷¼òîì ñäåëàííûõ çàìå÷àíèé, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíûì îáðàçîì âûâîäèòñÿ èç
íåðàâåíñòâà ÊîøèÁóíÿêîâñêîãî.
2. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òðè ïðîñòûõ àêòà:
2.1. Ïóñòü äàíû íàáîð S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P è íàòóðàëüíîå ÷èñëîm > 1. Òîãäà îïåðàòîð
GmS ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ïîäîáèÿ ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé P .
2.2. Ïóñòü äàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî ε > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè
P , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó θS < ε [2.1℄.
2.3. Ïóñòü äàíû íàáîð S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P è äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà λ > 0 è
ε > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì ε > 2λ2θ2S ‖P‖
2
L2[0,1]
è λθS ‖P‖L2[0,1] < 1/2. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà indAS(λ) 6 indF (λ) è indF (λ) 6 ind(AS(λ)− ε) [ 1.4.2, 1.1℄.
Óòâåðæäåíèÿ 2.2 è 2.3 óêàçûâàþò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ îöåíîê èíäåêñà èíåðöèè îïåðàòîðà F (λ) ïðè
ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè λ > 0.
3. Ïóñòü òåïåðü νn èìåþùåå ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííûé íîìåð n > 1 ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå çàäà÷è (0.1), (0.2).
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ ∈ (0, νn) ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî δ ∈ (0, 1),
óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó λ < (1−δ)νn. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáûõ íàáîðà S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ
óíêöèè P è âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ε ∈ (0, δ], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì óòâåðæäåíèÿ 2.3, âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ
ind(AS(λ)− ε) 6 ind(AS(λ)− δ)
6 ind(F (λ) − δ)
= indF
(
λ
1− δ
)
[(1.4)℄
< n. [ 1.2.1℄
5Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè λ ∈ (νn,+∞) îïåðàòîð F (λ) − 1 ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
íåïðåðûâíûì [2.2, 1.1℄. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî δ ∈ (0, 1/2), óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó
ind(F (λ)+δ) = indF (λ) (ñì. [Í, ïóíêò 95℄). Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî íàáîðà S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ
óíêöèè P , óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó 2λ2θ2S ‖P‖
2
L2[0,1]
6 δ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
indAS(λ) > ind(AS(λ) + δ −BS(λ)
∗C−1S (λ)BS(λ)) [1.1℄
> ind(F (λ) + δ) [ 1.1.1℄
= indF (λ)
> n. [ 1.2.1℄
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå óòâåðæäåíèé 2.2 è 2.3 îöåíêè âåëè÷èí indF (λ) ïîçâîëÿþò äëÿ
ëþáûõ äâóõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë λ1 > 0 è λ2 > λ1 óñòàíîâèòü âåðíîñòü îäíîãî èç íåðàâåíñòâ λ1 6 νn èëè
λ2 > νn. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíè ïîçâîëÿþò íàõîäèòü ïðè ïîìîùè ìåòîäà äåëåíèÿ îòðåçêà ñêîëü óãîäíî òî÷íûå
îöåíêè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ νn.
 3. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå îöåíîê
1. Èñïîëüçîâàíèå óñëîâèÿ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P ïîçâîëÿåò âûïèñûâàòü ðåêóððåíòíûå îðìóëû äëÿ å¼
ñòåïåííûõ ìîìåíòîâ
Pq ⇋
1∫
0
P · xq dµ, q = 0, 1, 2, . . .
Â ÷àñòíîñòè, óïîòðåáëÿåìûå â äàëüíåéøåì ìîìåíòû íóëåâîé è ïåðâîé ñòåïåíåé èìåþò âèä
P0 =
N∑
k=1
ak βk
1−
N∑
k=1
ak dk
, P1 =
N∑
k=1
ak ·
(
ak βk
2
+ αk dk ·P0 + αk βk
)
1−
N∑
k=1
a2k dk
.
2. Ïðÿìûì ïðîñ÷¼òîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëåäóþùèé àêò:
2.1. Ïóñòü äàíû íàáîð S ïàðàìåòðîâ ñàìîïîäîáèÿ óíêöèè P è äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà λ > 0 è ε > 0.
Òîãäà ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé îðìû îïåðàòîðà AS(λ)−ε â áàçèñå {yS,k}
N−1
k=1 ÿâëÿåòñÿ òð¼õäèàãîíàëüíîé
è èìååò ýëåìåíòû
〈(AS(λ) − ε) yS,k, yS,k〉 = (1− ε) · [a
−1
k + a
−1
k+1] + λ · [2dk+1 (P1 −P0) + 2dk P1 + βk − βk+1] ,
〈(AS(λ) − ε) yS,k, yS,k−1〉 = −(1− ε) · a
−1
k − λ · dk (2P1 −P0).
Ñèãíàòóðà ìàòðèöû èç óòâåðæäåíèÿ 2.1 ìîæåò òåïåðü áûòü âû÷èñëåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè
íàïðèìåð, êàê ÷èñëî ïåðåìåí çíàêà â ðÿäå ãëàâíûõ ìèíîðîâ ýòîé ìàòðèöû.
3. Ìàøèííàÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå ÅÔÀË, âû÷èñëÿþùàÿ îöåíêè ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé çàäà÷è (0.1), (0.2) íà îñíîâå èçëîæåííîé ñõåìû, ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî àäðåñó
http://www.math.msu.su/labs/spetrallab/soft/Dirihlet.ref.
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